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Tóm tắt: Bài toán Clique lớn nhất (Maximum Clique Problem) là bài toán tìm tập con lớn nhất của tập đỉnh trong đơn
đồ thị vô hướng, sao cho hai đỉnh phân biệt trong nó luôn kề nhau. Đây là bài toán nổi tiếng thuộc lớp NP-complete, được
ứng dụng nhiều trong các lĩnh vực khai thác dữ liệu, phân tích mạng, truy xuất thông tin, y học, giáo dục và nhiều lĩnh
vực khác liên quan đến mạng lưới toàn cầu. Có nhiều cách tiếp cận giải bài toán Clique lớn nhất như quy hoạch động,
nhánh-cận, heuristic hay meta-heuristic – cho lời giải chính xác hay xấp xỉ. Trong bài báo này, nhóm tác giả phân tích
hai thuật giải tiếp cận heuristic gần đây và đề xuất các heuristic tăng độ chính xác của lời giải cho bài toán Clique lớn
nhất. Phần thực nghiệm, nhóm tác giả so sánh chất lượng lời giải của thuật giải đề xuất trên 10 bộ dữ liệu từ DIMACS.

Từ khóa: clique lớn nhất, tiếp cận Heuristic, NP-complete.

Title: Heuristic Approach for Solving the Maximum Clique Problem on Simple Undirected and Unweighted Graph
Abstract: The Maximum Clique Problem is the problem of finding the largest subset of vertices in a simple undirected graph,

such that two distinct vertices in it are always adjacent. This is a well-known NP-complete problem, widely applied in
the fields of data mining, network analysis, information retrieval, medicine, education and many other fields related to
World Wide Web. There are many approaches to solving the Maximum Clique problem such as dynamic programming,
branch and cut, heuristic or metaheuristic – for exact or approximate solutions. This article, the authors analyze two
recent heuristic approaches and propose heuristics to increase the accuracy of the solution for the Maximum Clique
problem. The experimental section, the authors compare the solution quality of the proposed algorithm on 10 datasets
from the DIMACS.

Keywords: maximum clique, Heuristic, NP-complete.

I. GIỚI THIỆU

Bài toán clique lớn nhất (Maximum Clique Problem –
MCP) là một bài toán kinh điển của lý thuyết đồ thị thuộc
lớp NP-complete và có nhiều ứng dụng lĩnh vực khoa học
máy tính, sinh học, tài chính,.. được giải quyết thông qua
bài toán tìm kiếm các Clique trong đồ thị. Trong ứng dụng
thực tế, các bài toán thường được mô hình hoá bằng đồ thị
rất lớn và cần phải có bộ nhớ lưu trữ đủ lớn cho quá trình
thực hiện các thuật toán. Nhóm tác giả Đàm Thanh Phương
và đồng sự [16] đã thảo luận những thách thức tính toán
từ lý thuyết đến thực hành của bốn ứng dụng cụ thể - cho
thấy khó khăn trong thiết kế các thuật toán phù hợp mang
hiệu quả cao.

Trong vài năm trở lại đây, có nhiều công trình nghiên
cứu về MCP và các ứng dụng không liên quan đến mạng
lưới toàn cầu như: xác định các cấu trúc protein tương đồng
[2] – sinh học; theo dõi đa mục tiêu [9] – thị giác máy tính;
phân cụm điện não đồ [12] – y học; xếp hạng các trường
đại học [13] – giáo dục;... Nhóm tác giả dựa vào công trình
khảo sát [10], có thể phân loại các nghiên cứu giải bài toán
MCP theo hai nhóm chiến lược tiếp cận:

Chiến lược tìm kiếm lời giải chính xác: Thuật toán quy
hoạch động [1], thuật toán nhánh-cận [2, 4, 8]. Chiến lược
này chỉ thích hợp thực hiện trên các đồ thị có kích thước
nhỏ và cho thời gian thực thi là cao. Trong kỷ nguyên bùng
nổ dữ liệu của các lĩnh vực – Đây thực sự là thách thức lớn
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trong lĩnh vực nghiên cứu lý thuyết tối ưu tổ hợp. Chiến
lược này còn là cơ sở cho đánh giá độ chính xác của các
giải thuật cho lời giải gần đúng.

Chiến lược tìm kiếm lời giải gần đúng: Đây là giải
pháp lựa chọn cho các bài toán có thời gian thực thi là
cao và có thể chấp nhận lời giải gần đúng; chiến lược này
thường dựa vào kinh nghiệm để đưa ra các heuristic cho
từng bài toán hoặc dữ liệu cụ thể – không chắc hiệu quả cho
tất cả; gọi là các giải thuật heuristic. Giải thuật heuristic
làm giảm đáng kể thời gian thực thi – ưu điểm nổi bật; một
số giải thuật heuristic giải bài toán MCP: [3, 5, 14, 18, 19],
v.v.. Ngoài ra, chiến lược này còn sử dụng kết hợp nhiều ưu
điểm của từng giải thuật heuristic – gọi là meta-heuristic.
Gần đây cũng có nhiều nghiên cứu sử dụng các giải thuật
meta-heuristic giải bài toán MCP – giải thuật bầy ong [11],
giải thuật tối ứu đàn kiến NACO [6], KLS_improve [17],
v.v..

Năm 2019, nhóm tác giả Phan Tấn Quốc và Huỳnh
Thị Châu Ái đã đề xuất heuristic cải tiến thuật giải
MAXCLIQUEHEU1 [15] và MAXCLIQUEHEU2 [5] cho
lời giải chất lượng chưa tốt ở một số bộ dữ liệu từ hệ thống
DIMACS (10 bộ dữ liệu ở Bảng 2). Vì vậy, nhóm tác giả
chọn nghiên cứu đề xuất các heuristic hiệu quả cho việc
gia tăng chất lượng của lời giải.

Trong nghiên cứu này, nhóm tác giả tập trung phân tích
hai giải thuật heuristic [18] và đề xuất các heuristic hiệu
quả làm gia tăng chất lượng lời giải cho bài toán MCP dựa
trên các tính toán thống kê phù hợp. Trong Phần 2, trình
bày các khái niệm cơ bản về bài toán Clique lớn nhất và
phân tích một số thuật giải gần đây. Phần 3, trình bày thuật
giải đề xuất MCP-HEU* xác định nhanh Clique lớn nhất
của đơn đồ thị vô hướng không có trọng số. Kết quả thực
nghiệm được trình bày trong Phần 4 và kết luận ở Phần 5.

II. KHẢO SÁT MỘT SỐ HEURISTIC GIẢI BÀI
TOÁN CLIQUE LỚN NHẤT

Trong phần này, nhóm tác giả trình bày các khái niệm
liên quan bài toán Clique lớn nhất và đồng thời phân tích
2 giải thuật gần đây của nhóm tác giả Phan Tấn Quốc và
Huỳnh Thị Châu Ái [18, 19].

1. Bài toán Clique lớn nhất

Cho G = (V, E) là đơn đồ thị vô hướng không có trọng
số, có V là tập chứa các đỉnh của đồ thị, E là tập chứa các
cạnh trong đồ thị. Tập các đỉnh liền kề với đỉnh vi, ký hiệu
adj(𝑣𝑖); bậc của đỉnh 𝑣𝑖 là lực lượng của adj(𝑣𝑖), ký hiệu
deg(𝑣𝑖) và deg(𝑣𝑖) = |adj(𝑣𝑖)|.

Định nghĩa 1: (Complete Graph) Đồ thị đầy đủ n đỉnh
là đơn đồ thị vô hướng mà giữa 2 đỉnh bất kỳ trên đồ thị
luôn có cạnh nối, ký hiệu 𝐾𝑛.

Định nghĩa 2: (Clique) ∀𝐾𝑛≥1 ⊆ G = (V, E), các tập
đỉnh của đồ thị 𝐾𝑛>1 được gọi là các Clique của đồ thị G.
Ký hiệu, 𝐶𝐺 là một Clique của đồ thị G.

Tính chất 1: Số lượng đỉnh (kích thước) của một Clique
C của đồ thị G, ký hiệu là |𝐶 |. Nếu 𝑣𝑖 ∈ |𝐶 | thì |𝐶 | <
𝑑𝑒𝑔𝐺 (𝑣𝑖) + 1.

Định nghĩa 3: (Maximal Clique - Clique cực đại) 𝐶𝐺

là một Clique của đồ thị G được gọi là một Clique cực
đại, nếu không tồn tại 𝐶 ′

𝐺
⊃ 𝐶𝐺 và |𝐶 ′

𝐺
| ≥ |𝐶𝐺 |. Ký hiệu,

𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙 là Clique cực đại của đồ thị G.

Định nghĩa 4: (Maximum Clique - Clique lớn nhất) 𝐶𝐺

là một Clique của đồ thị G được gọi là một Clique lớn
nhất, nếu không tồn tại 𝐶 ′

𝐺
⊃ 𝐶𝐺 và |𝐶𝐺 | ≥ |𝐶 ′

𝐺
|. Ký

hiệu, 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 là Clique lớn nhất của đồ thị G.

Định nghĩa 5: (Clique number - Chỉ số Clique) là số
lượng đỉnh của 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 Clique lớn nhất của đồ thị G.
Chỉ số Clique của đồ thị G, ký hiệu là 𝜔(G).

Tính chất 2: (dựa vào định nghĩa 3 và 4) Một Clique
lớn nhất là một Clique cực đại, nhưng một Clique cực đại
chưa chắc đã là một Clique lớn nhất.

Tính chất 3: (dựa vào định nghĩa 4) Đồ thị có thể có
nhiều Clique có kích thước bằng Clique lớn nhất.

Bài toán tìm Clique lớn nhất
Cho G = (V, E) là đơn đồ thị vô hướng không có trọng số.

Bài toán tìm Clique lớn nhất (Maximum Clique Problem -
MCP) là bài toán tìm một Clique lớn nhất (theo định nghĩa
4) trong đồ thị đã cho.

Cho G là đơn đồ thị vô hướng không có trọng số, có 18
đỉnh và 26 cạnh như ở Hình 1.

Hình 1. Đơn đồ thị vô hướng G cho ví dụ

Bảng I, cho thấy đồ thị G có số lượng phần tử của tập
Clique, Clique cực đại và Clique lớn nhất lần lượt là 37, 9
và 1 – số lượng các Clique rất lớn so với Clique cực đại
và Clique lớn nhất. Đồng thời cho thấy Clique lớn nhất của
đồ thị là {8, 9, 10, 11} và chỉ số Clique 𝜔(𝐺) = 4.

2. Một số giải thuật giải bài toán Clique lớn nhất

Năm 2019, nhóm tác giả Phan Tấn Quốc cùng đồng
sự đã cải tiến thuật toán MAXCLIQUEHEU1 [15] của
nhóm tác giả Vũ Đình Hòa và MAXCLIQEHEU2 [5] của
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Bảng I
TẬP CLIQUE, CLIQUE CỰC ĐẠI VÀ CLIQUE LỚN NHẤT TRÊN ĐỒ THI G.

Tập Clique
(#C=37)

Tập Clique cực đại
(#𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙=9)

Tập Clique lớn nhất
(#𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚=1)

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7}, {1, 8}, {2, 3}, {4, 5},
{6, 7}, {8, 9}, {8, 10}, {8, 11}, {9, 10}, {9, 11},{10, 11}, {10, 12},
{12, 13}, {12, 14}, {12, 15}, {12, 16}, {12, 17}, {12, 18}, {13, 14},
{15, 16}, {17, 18}, {1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {8, 9, 10}, {8, 9,
11}, {8, 10, 11}, {9, 10, 11}, {12, 13, 14}, {12, 15, 16}, {12, 17,
18}, {8, 9, 10, 11}

{1, 8}, {10, 12},{1, 2, 3}, {1, 4,
5}, {1, 6, 7}, {12, 13, 14}, {12,
15, 16}, {12, 17, 18}, {8, 9, 10,
11}

{8, 9, 10, 11}

Algorithm 1: HEU1 - xác định kích thước Clique
lớn nhất của đồ thị.

1 Inputs: Đồ thị G = (V, E).
2 Outputs: Kích thước Clique lớn nhất - 𝜔𝐺 .
3 begin
4 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 0;
5 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 = {∅};
6 while điều kiện dừng chưa thỏa do
7 𝑈 = {∅};
8 while 𝑉 ≠ {∅} do
9 S = {k đỉnh thuộc V có bậc lớn nhất};

10 Chọn ngẫu nhiên đỉnh 𝑣 ∈ S ;
11 𝑈 = 𝑈 ∪ {𝑣};
12 𝑉 = 𝑉 − {𝑣};
13 Xóa các đỉnh không kề với đỉnh v ra khỏi V;
14 Cập nhật bậc các đỉnh trong V
15 end
16 if |𝑈 | ≥ 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 then
17 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = |𝑈 |;
18 Cập nhật 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 = 𝑈;
19 end
20 end
21 return 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 ;
22 end

nhóm tác giả Pattabiraman cùng đồng sự; thuật toán cải
tiến lần lượt có tên gọi là MAXCLIQUEHEU1_improve và
MAXCLIQUEHEU2_improve [18] – để thuận tiện trong
việc phân tích, chúng tôi sử dụng tên tắt cho 2 thuật toán
cải tiến trên là HEU1 và HEU2. Các giải thuật cải tiến
HEU1, HEU2 được trình bày:

Phần mã giả thuật giải HEU1 cải tiến từ MAXCLIQUE-
HEU1 [15] - Thuật giải 1

Trong giải thuật HEU1, nhóm tác giả đã bổ sung dòng 9
và 10 – chọn k đỉnh thuộc V có bậc lớn nhất (dòng 9), sử
dụng chiến lược chọn ngẫu nhiên (dòng 10) và giải thuật
được lặp lại nhiều lần (điều kiện dừng – dòng 6) cho việc
chọn lời giải tốt hơn.

Ưu điểm: Dễ hiểu, đơn giản khi sử dụng chiến lược tham
lam – “đỉnh có bậc lớn nhất thì có nhiều khả năng là đỉnh
thuộc Clique lớn nhất”;

Nhược điểm: Chọn tập S gồm k đỉnh có bậc lớn nhất –
cần xác định k là bao nhiêu cho phù hợp từng bộ dữ liệu,

Algorithm 2: HEU2 - xác định kích thước Clique
lớn nhất của đồ thị.

1 Inputs: Đồ thị G = (V, E).
2 Outputs: Kích thước Clique lớn nhất - 𝜔𝐺 .
3 begin
4 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 0;
5 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 = {∅};
6 while điều kiện dừng chưa thỏa do
7 Chọn ngẫu nhiên đỉnh 𝑣 ∈ S;
8 if 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) ≥ 𝑚𝑎𝑥 then
9 𝑈 = {∅};

10 foreach 𝑣 𝑗 ∈ 𝑎𝑑𝑗 (𝑣𝑖) do
11 if 𝑑𝑒𝑔(𝑣 𝑗 ) ≥ 𝑚𝑎𝑥 then
12 𝑈 = 𝑈 ∪ {𝑣 𝑗 };
13 end
14 while 𝑉 ≠ {∅} do
15 S = {k đỉnh V có bậc lớn nhất từ

V};
16 Chọn ngẫu nhiên đỉnh 𝑣 ∈ S ;
17 U = U - {v};
18 Chỉ giữ lại đỉnh 𝑢 ∈ 𝑈: (u kề với

đỉnh v và 𝑑𝑒𝑔(𝑢) ≥ 𝑚𝑎𝑥);
19 max = max + 1;
20 end
21 end
22 if |𝑈 | ≥ 𝑚𝑎𝑥 then
23 max = |𝑈 |;
24 end
25 end
26 if 𝑚𝑎𝑥 ≥ 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 then
27 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 𝑚𝑎𝑥;
28 Cập nhật 𝐶𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 = 𝑈;
29 end
30 end
31 return 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 ;
32 end

điều này cho ta thấy chất lượng của lời giải phụ thuộc vào
tập đỉnh có bậc lớn nhất được lựa chọn.

Phần mã giả thuật giải HEU2 cải tiến từ MAXCLIQUE-
HEU2 [5] - Thuật giải 2

Tương tự, ở giải thuật HEU2, nhóm tác giả đã bổ sung
dòng 16 – chọn k đỉnh thuộc U có bậc lớn nhất và chiến
lược chọn ngẫu nhiên (dòng 16) và giải thuật được lặp lại
nhiều lần (điều kiện dừng – dòng 6) cho việc chọn lời giải
tốt hơn. Phần ưu và nhược điểm cũng tương tự như ở thuật
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giải HEU1.

Trong cả 2 giải thuật HEU1 và HEU2, nhóm tác giả đã
lựa chọn k = 10% đỉnh có bậc lớn nhất cùng chiến lược
chọn ngẫu nhiên và số lần lặp lại là 30 lần (điều kiện dừng)
– chất lượng của lời giải phụ thuộc vào k.

Phần thực nghiệm của cả 2 giải thuật HEU1 và HEU2
trên 37 bộ dữ liệu từ hệ thống thách thức DIMACS cho chất
lượng của lời giải tốt hơn cả 2 giải thuật MAXCLIQUE-
HEU1 và MAXCLIQUEHEU2. Tuy nhiên, chất lượng lời
giải từ HEU1 và HEU2 chỉ đạt từ 69,00% đến 100,00% và
từ 72,00% đến 100,00% so với kết quả tối ưu (𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 ).

Bảng IV, các đỉnh của đơn đồ thị G vô hướng không có
trọng số được sắp xếp giảm dần theo bậc.

Bảng II, mô tả kết quả thực nghiệm trên 10 bộ dữ liệu
từ hệ thống DIMACS (10 bộ dữ liệu cho lời giải có chất
lượng thấp trong 37 bộ dữ liệu) - gồm các thông tin sau:
Tên bộ dữ liệu, |𝑉 | là số đỉnh, |𝐸 | là số cạnh, 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑖𝑛 là bậc
cực tiểu, 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑎𝑥 là bậc cực đại, median là giá trị trung vị
của bậc các đỉnh, iqr là độ trải giữa của bậc các đỉnh (Q3-
Q1), 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 là chỉ số Clique tốt nhất hiện nay [7], 𝜔𝐻𝑒𝑢1
và 𝜔𝐻𝑒𝑢2.

Minh họa thuật giải HEU1 theo đồ thị G ở Hình 1.

Bảng III, bậc của các đỉnh trên đơn đồ thị G vô hướng
không có trọng số theo thứ tự các đỉnh.

Từ Bảng III, thuật giải HEU1 và HEU2 chọn k = 10%
đỉnh có bậc cao nhất trên đồ thị G. Khi đó, tập S = {1,
12}: giả sử chọn ngẫu nhiên đỉnh 1 – kết quả trả về chỉ số
Clique 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡= 3; dựa vào Bảng I, ta thấy với 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 3
chưa phải là lời giải tốt (𝜔(G) = 4). Từ minh họa và phân
tích trên, nhóm tác giả chỉ ra rằng khi chọn k = 10% đỉnh
có bậc cao nhất và chọn ngẫu nhiên – đây chỉ là các lựa
chọn mang tính chủ quan của nhóm tác giả [18]. Qua đó,
cho thấy để giải bài toán Clique lớn nhất cho lời giải chất
lượng tốt không chỉ dựa vào yếu tố ngẫu nhiên và cảm tính.
Rất cần thiết cho việc đề xuất heuristic phù hợp hơn cho
bài toán tìm Clique lớn nhất.

III. ĐỀ XUẤT HEURISTIC GIẢI BÀI TOÁN
CLIQUE LỚN NHẤT

Phần đề xuất thuật giải hiệu quả cho bài toán tìm Clique
lớn nhất, nhóm tác giả dựa trên nền tảng thống kê và phân
tích đề xuất các heuristic phù hợp cho bài toán tìm Clique
lớn nhất.

1. Một số đại lượng mô tả sự phân bố của dữ liệu
trong thống kê

Quy tắc ba Sigma 68-95-99,7 (Empirical Rule). Đây
là quy tắc đã kiểm chứng thường được sử dụng trong thống
kê để dự báo các kết quả cuối cùng.

Hình 2. Quy tắc ba Sigma - giá trị trung bình 𝜇 và độ lệch chuẩn
𝜎

Hình 2, theo quy tắc ba Sigma có 68% quan sát nằm
trong độ lệch chuẩn đầu tiên (𝜇 ± 𝜎), 95% quan sát nằm
trong hai độ lệch chuẩn đầu tiên (𝜇 ± 2𝜎) và 99,7% nằm
trong ba độ lệch chuẩn đầu tiên (𝜇 ± 3𝜎). Ngoài ra, quy tắc
ba Sigma còn cho thấy 15,70% các giá trị lớn nhất thuộc
[𝜇 + 𝜎, 𝜇 + 3𝜎].

Hình 3, minh họa các phân vị (Quartiles) và độ trải giữa
(Interquartile Range - IQR). Các phân vị là đại lượng mô
tả sự phân bố và sự phân tán của tập dữ liệu, gồm có 3
giá trị: phân vị thứ nhất (Q1), thứ hai (Q2) và thứ ba (Q3)
– chia tập dữ liệu thành 4 phần có số lượng quan sát đều
nhau; độ trải giữa của tập dữ liệu là hiệu số giữa phân vị
thứ ba và thứ nhất, công thức tính theo phương trình sau:

𝐼𝑄𝑅 = 𝑄3 −𝑄1 (1)

Hình 3. Các phân vị (Quartiles) và độ trải giữa (InterQuartile
Range )

Một vài quan sát điển hình từ Bảng II: ta thấy bộ dữ liệu
"hamming10-4” có 1.024 đỉnh và các đỉnh có bậc bằng
nhau 848, lời giải của cả 2 giải thuật đều cho chất lượng
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Bảng II
KẾT QUẢ THỰC NGHIỆM CỦA HEU1 VÀ HEU2 TRÊN 10 BỘ DỮ LIỆU TỪ DIMACS

Dữ liệu |𝑉 | |𝐸 | 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑖𝑛 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑎𝑥 median iqr 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 𝜔𝐻𝑒𝑢1 𝜔𝐻𝑒𝑢2

brock400 2 400 59.786 274 328 299 10,00 29 24 24

brock800 2 800 208.166 472 566 512 18,00 24 19 20

brock800 4 800 207.643 481 565 519 18,25 26 19 19

C2000.9 2.000 1.799.532 1.751 1.848 1.800 18,00 80 66 62

C4000.5 4.000 4.000.268 1.895 2.123 2.001 42,00 18 16 16

gen400 p0.9 55 400 71.820 334 375 360 13,25 55 50 50

gen400 p0.9 65 400 71.820 333 378 361 14,00 65 48 50

gen400 p0.9 75 400 71.820 335 380 359 13,00 75 52 54

hamming10-4 1.024 434.176 848 848 848 0,00 40 34 33

keller6 3.361 4.619.898 2.690 2.952 2.724 50,00 59 43 49

Bảng III
BẬC CỦA CÁC ĐỈNH TRÊN ĐỒ THỊ G THEO THỨ TỰ CÁC ĐỈNH.

Đỉnh 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Bậc 7 2 2 2 2 2 2 4 3 4 3 7 2 2 2 2 2 2

Bảng IV
CÁC ĐỈNH TRÊN ĐỒ THỊ G ĐƯỢC SẮP XẾP GIẢM DẦN THEO BẬC.

Đỉnh 1 12 8 10 9 11 2 3 4 5 6 7 13 14 15 16 17 18

Bậc 7 7 4 4 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Bảng V
KẾT QUẢ THỰC NGHIỆM TRÊN 10 BỘ DỮ LIỆU TỪ DIMACS

Dữ liệu |𝑉 | |𝐸 | 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑖𝑛 𝑑𝑒𝑔𝑚𝑎𝑥 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 𝜔𝐻𝑒𝑢1 𝜔𝐻𝑒𝑢2 𝜔𝐻𝑒𝑢1∗ 𝜔𝐻𝑒𝑢2∗

brock400 2 400 59.786 274 328 29 24 24 26 28

brock800 2 800 208.166 472 566 24 19 20 22 24

brock800 4 800 207.643 481 565 26 19 19 23 24

C2000.9 2.000 1.799.532 1.751 1.848 80 66 62 75 77

C4000.5 4.000 4.000.268 1.895 2.123 18 16 16 17 18

gen400 p0.9 55 400 71.820 334 375 55 50 50 52 53

gen400 p0.9 65 400 71.820 333 378 65 48 50 61 63

gen400 p0.9 75 400 71.820 335 380 75 52 54 67 71

hamming10-4 1.024 434.176 848 848 40 34 33 36 38

keller6 3.361 4.619.898 2.690 2.952 59 43 49 53 57

xấp xỉ nhau 85% và 82,25% ; bộ dữ liệu "gen400 p0.9 75"
có 400 đỉnh và độ trải là 55 (Range = degmin - degmax =
380 – 335 = 55) cho thấy các đỉnh tương đồng rất nhiều –
cả 2 giải thuật đều cho lời giải chất lượng thấp 69,33% và
72%.

2. Thuật giải HEU* cho bài toán tìm Clique lớn nhất

Trong phần này, nhóm tác giả trình bày thuật giải đề xuất
tìm Clique lớn nhất dựa vào một số heuristic đề xuất như
sau:

Heuristic_0: (dựa vào tính chất 1) Điều kiện ngắt trong
quá trình tìm Clique lớn nhất, nếu chỉ số Clique 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 >
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Algorithm 3: MCP-HEU* - xác định kích thước
Clique lớn nhất của đồ thị.

1 Inputs: Đồ thị G = (V, E).
2 Outputs: Kích thước Clique lớn nhất - 𝜔𝐺 .
3 begin
4 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 0;
5 Chọn tập S theo heuristic_1 hoặc heuristic_2;
6 foreach 𝑣𝑖 ∈ 𝑆 do
7 𝑈 = {∅};
8 foreach 𝑣 𝑗 ∈ 𝑎𝑑𝑗 (𝑣𝑖) do
9 If 𝑑𝑒𝑔(𝑣 𝑗 ) ≥ 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 𝑈 = 𝑈 ∪ {𝑣 𝑗 };

10 while 𝑉 ≠ {∅} do
11 Chọn 𝑣 ∈ 𝑈 có bậc lớn nhất;
12 U = U - {v};
13 Chỉ giữ lại đỉnh 𝑢 ∈ 𝑈: (u kề với đỉnh v

và 𝑑𝑒𝑔(𝑢) ≥ 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 );
14 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 + 1;
15 end
16 if |𝑈 | ≥ 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 then
17 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 = |𝑈 |
18 end
19 end
20 end
21 return 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 ;
22 end

𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) + 1 (𝑣𝑖 là các đỉnh còn lại trong tập S).

Dựa vào quy tắc ba Sigma, nhóm tác giả đề xuất heuristic
sau:

Heuristic_1: Chọn k = 16% (làm tròn từ 15,70%) đỉnh
có bậc lớn nhất - nghĩa là chọn từ đỉnh có bậc lớn nhất đến
đỉnh có bậc xấp xỉ giá trị (𝜇+𝜎) được làm tròn xuống (lấy
phần nguyên);

Ví dụ 1: theo đồ thị G có 18 đỉnh và 26 cạnh, với k =
16% tương ứng tập S có 3 đỉnh từ đỉnh có bậc lớn nhất
đến đỉnh có bậc xấp xỉ (𝜇 + 𝜎) = 4 (𝜇 = 2, 89;𝜎 = 1, 64).

Tương tự, dựa vào giá trị trung vị median và độ trải giữa
iqr (xác định Q1, Q2, Q3) – nhóm tác giả đề xuất heuristic
cho việc chọn đỉnh tiềm năng trong tập S:

Heuristic_2: Chọn k = 16% đỉnh có bậc lớn nhất theo
tỷ lệ 8 : 5 : 3 trên từng khoảng phân vị - chọn ngẫu nhiên
8% đỉnh có bậc thuộc [Q3, degmax]; 5% thuộc [Q2, Q3]
và 3% thuộc [Q1, Q2]. Tỷ lệ 8 : 5 : 3 có thể tùy biến.

Ví dụ 2: theo đồ thị G có 18 đỉnh và 26 cạnh, median =
2, iqr = 1 (Q1=2, Q2 = 2, Q3 = 3), degmin = 1, degmax =
7. Khi đó, chọn ngẫu nhiên 8% đỉnh có bậc thuộc [3, 7];
5% đỉnh có bậc thuộc [2, 3] và 3% đỉnh có bậc thuộc [2,
2] – kết quả nhận được tổng số đỉnh thuộc tập S có thể
lớn hơn k = 16% do làm tròn (8% chọn 2 đỉnh; 5% chọn
1 đỉnh và 3% chọn 1 đỉnh – có 4 đỉnh được chọn cho tập
S).

Trong nghiên cứu này, nhóm tác giả chọn giải thuật
HEU2 cho thực nghiệm cải tiến thay thế các heuristic vừa
trình bày ở trên.

Thuật giải MCP-HEU1* là thuật giải ở dòng 2 sử dụng
heuristic_1; thuật giải MCP-HEU2* là thuật giải dùng
heuristic_2 ở dòng 2. Ở cả 2 thuật giải, tập S được chọn
trước và đây là tập chứa các đỉnh tiềm năng thuộc Clique
lớn nhất.

IV. THỰC NGHIỆM VÀ ĐÁNH GIÁ

Thực nghiệm trên máy tính Core i7-3540M CPU 3.0
GHz, 4Gb RAM, thuật toán cài đặt trên C#, Microsoft
Visual Studio 2015. Dữ liệu thực nghiệm. Dữ liệu được
chọn từ hệ thống DIMACS cho thách thức giải bài toán
Clique lớn nhất gồm có 37 bộ dữ liệu [7]. Tuy nhiên, nhóm
tác giả chỉ chọn 10 bộ dữ liệu (giải thuật HEU1_improve,
HEU2_improve cho lời giải chất lượng chưa tốt, xấp xỉ 70%
) theo Bảng V cho phần thực nghiệm so sánh độ chính xác
cùng với 2 giải thuật HEU1_improve, HEU2_improve [18]
– thuận tiện cho việc so sánh kết quả thực nghiệm, nhóm
tác giả viết tắt tên của 2 giải thuật trên là HEU1 và HEU2.

Bảng V, mô tả 10 bộ dữ liệu thực nghiệm từ hệ thống
DIMACS - gồm các thông tin sau: Tên bộ dữ liệu, |𝑉 | là
số đỉnh, |𝐸 | là số cạnh, degmin là bậc cực tiểu, degmax là
bậc cực đại, 𝜔𝐵𝑒𝑠𝑡 là chỉ số Clique tốt nhất hiện nay [7],
𝜔𝐻𝑒𝑢1, 𝜔𝐻𝑒𝑢2, 𝜔𝐻𝑒𝑢1∗ và 𝜔𝐻𝑒𝑢2∗.

Hình 4. Chỉ số Clique của các thuật giải trên 10 bộ dữ liệu từ
DIMACS

Hình 4, cho thấy chất lượng lời giải của 2 thuật giải
HEU1* và HEU2* từ 88,46% đến 100% tốt hơn HEU1,
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HEU2. Ngoài ra, thuật toán cũng cần thực nghiệm thêm
trên nhiều bộ dữ liệu có mật độ khác nhau, cũng như trên
nhiều dữ liệu cỡ lớn.

Hình 5. Thời gian (giây) tìm MCP của các thuật giải trên 10 bộ
dữ liệu

Hình 5, cho thấy thời gian xác định chỉ số Clique
của thuật giải HEU* nhanh hơn HEU2 rất nhiều – do
heuristic_1 và heuristic_2 được chọn trước với tỷ lệ phù
hợp trên các khoảng.

Tóm lại, các heuristic được đề xuất mang lại hiệu quả
cao về chất lượng lời giải và thời gian thực hiện nhanh hơn
các giải thuật gần đây.

V. KẾT LUẬN

Nhóm tác giả đã phân tích ưu và nhược điểm của một số
thuật giải gần đây và đề xuất các heuristic tìm Clique lớn
nhất với chất lượng lời giải tốt hơn. Tỷ lệ ở heuristic_2 có
thể điều chỉnh tùy biến và mở rộng trên bốn khoảng phân
vị.

Dựa trên kết quả đạt được từ thực nghiệm: Tương lai,
nhóm tác giả mở rộng giải thuật để có thể giải bài toán
Clique lớn nhất trên đồ thị vô hướng có trọng số cạnh và
đỉnh; đồng thời nghiên cứu đề xuất các heuristic cũng như
kết hợp các heuristic nhằm nâng cao chất lượng lời giải.
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